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Ein Blick hinter die Kulissen:  
Wie Schülerinnen und Schüler rechnen 
1. Einführung 
Im Fokus der ERaB-Studie steht die Erforschung der von Schülerinnen und 
Schülern verwendeten Rechenwege in der Bruchrechnung. Diese Fragestel-
lung erfordert sowohl neue Wege bei der Kodierung als auch bei der Ana-
lyse der Daten. Entsprechende Ansätze wurden auf der letzten Jahrestagung 
der GDM vorgestellt (vgl. [1,2]). Zur Darstellung der Rechenwege von 
Schülergruppen lassen sich Rechengraphen verwenden (vgl. [3]). Exempla-
risch sollen im Folgenden einige Möglichkeiten dieser Darstellungsform 
gezeigt werden. 
Abbildung 1 zeigt einen Rechengraphen für 3697 Probanden aller Schul-
formen und Schuljahrgänge. Je zwei Knoten sind durch eine Kante verbun-
den, wenn für einen Probanden ein Arbeitsschritt von Ausgangs- zum Ziel-
knoten erfasst wurde. Die Kantenbeschriftung gibt die Anzahl derartiger 
Arbeitsschritte an. Die kleinen, an die Knoten annotierten Zahlen, geben 
die Summe der ein- bzw. ausgehenden Kantenbeschriftungen an.  
 Abb. 1 
 Rechengraphen sind für die Fehlerforschung von besonderem Interesse, da 
sich typische Schülerfehler sofort leicht erkennen lassen. In Abbildung 1 
sind insbesondere die Fehler a cab bc ++ =  (als anb0/4 gekennzeichnet), 
a ca
b b cc +++ =  (anb0/2), a a ccb bc+ = +  (anu0/2) und a ca cb d b d+++ =  (ab0) 
leicht zu erkennen. Die Klassifikation der Fehler wurde mittels BUGFIX 
computerbasiert durchgeführt (vgl. [4]). 
2.  Richtige Rechenwege 
Nachfolgend interessieren die 64 % der 
Schülerinnen und Schüler, die mit 472  bzw. 
18
7  ein richtiges Ergebnis fanden. Dem Re-
chengraphen lassen sich dabei zwei Re-
chenwege entnehmen: Der direkte Weg 
4 4
7 72 2+ =  durch einfaches Umschreiben 
der Aufgabe in die gemischte Schreibweise 
und verschiedene Varianten eines schema-
geprägten Standardweges, bei dem zuerst 
durch Umwandlung der natürlichen Zahl ein 
Standardproblem hergestellt wird. Im 
Durchschnitt werden Direktweg und Stan-
dardweg etwa gleichberechtigt genutzt. Der Boxplot in Abbildung 2 zeigt 
dabei, wie stark die Mittelwerte der verschiedenen Schulklassen streuen.  
Wie so oft ist der vergleichende Blick auf verschiedene Teilpopulationen 
interessant. Wie z. B. [3] zeigt, lassen sich Rechengraphen nach Schulform, 
Schuljahrgang oder Geschlecht der Probanden differenzieren. Im Folgen-
den wird auf Grundlage des Gesamtergebnisses der ERaB-Studie eine Dif-
ferenzierung in leistungsstarke, mittlere und leistungsschwache Probanden 
vorgenommen (vgl. Abb. 3).  
 












Gymnasium Realschule Hauptschule  
Abb. 3: Gesamtergebnis der ERaB-Studie im Bereich „Rechenaufgaben“ 













      Abb. 2: Klassenunterschiede 
 Die Gruppenbildung erfolgt über die Schuljahrgänge 6 bis 8 bzw. aus cur-
ricularen Aspekten bei der Hauptschule versetzt für die Jahrgänge 7 bis 9. 
Für Probanden mittlerer Leistungsstärke wurde für das Gymnasium der Be-
reich 11 bis 18 gelöste Aufgaben, für die Realschule der Bereich 5 bis 13 
und für die Hauptschule der Bereich 3 bis 7 gewählt. Tabelle 1 zeigt die 
Besetzungen der jeweiligen Gruppen mit Probanden, die auf die Aufgabe 
„Berechne 47 2+ “ tatsächlich geantwortet haben. Die schlechte Bearbei-
tungsquote in der Hauptschule bedingt leider sehr kleine Gruppengrößen. 
Die Differenzierung von leistungsstarken Gymnasiastinnen und Gymnasi-
asten bzw. von leistungsschwachen Hauptschülerinnen und Hauptschülern 
ist etwas problematisch, da der Testbogen hier tendenziell zu einfach bzw. 
zu anspruchsvoll ist. 
Die Aufgabe „Berechne 47 2+ “ 
gehört zu den leichteren Rechen-
aufgaben, entsprechend hoch fal-
len die durchschnittlichen Lö-
sungsquoten der Probandengrup-
pen aus (vgl. Tabelle 2).  
Lösungsquoten und damit zu-
sammenhängende statistische 
Kennzahlen sind typische Aus-
wertungen beim Einsatz üblicher 
Kodierungsverfahren. Weiterfüh-
rende Analysen bedürfen einer 
entsprechenden Kodierung bei 
der Erfassung. 
Rechengraphen enthalten diese 
Daten bereits. Es ist daher z. B. 
leicht zu ermitteln, wie die Ant-
wortenden zu ihren richtigen Lö-
sungen gekommen sind. Tabel-
le 3 zeigt, dass die leistungsstar-
ken Probanden tendenziell eher 
den Standardweg zur Addition 
von Brüchen verwenden, wäh-
rend die leistungsschwächeren 
Probanden mit dem Direktweg 
erfolgreicher sind. 
 
 GY6-8 RS6-8 HS7-9
Starke 192 221 59
Mittlere  486 285 152
Schwache 240 158 35
Tab. 1: Antwortenden der Aufgabe  
 GY6-8 RS6-8 HS7-9
Starke 98 % 77 % 71 %
Mittlere  84 % 54 % 35 %
Schwache 55 % 31 % 8 %
Tab. 2: Lösungsquote der Aufgabe  
 GY6-8 RS6-8 HS7-9
Starke 43 % 40 % 57 %
Mittlere  46 % 64 % 71 %
Schwache 62 % 86 % 100 %
Tab. 3: Anteil Direktweg an den Lösungen 
 GY6-8 RS6-8 HS7-9
Starke 43 % 35 % 43 %
Mittlere  41 % 47 % 54 %
Schwache 48 % 65 % 50 %
Tab. 4: Anteil Direktweg an versuchten Lö-
sungen über Direkt- oder Standardweg 
 Der Standardweg über die Umwandlung der natürlichen Zahl in einen 
Bruch, die Bildung eines gemeinsamen Nenners und die Addition der Brü-
che birgt vielfältige Schwierigkeiten. Leistungsschwächere Probanden be-
gehen dabei mehr Fehler als ihre leistungsstärkeren Mitschülerinnen und 
Mitschüler – beruht die höhere Bedeutung des Direktwegs also darauf, dass 
nur dieser bewältigt wird? 
Mittels des Rechengraphen lassen sich die Fehler identifizieren, die im Zu-
ge des Standardweges erfolgen. Dazu kann man neben den Fehlern, die 
nach Zwischenschritten wie 4 27 1+ , 4 147 7+  oder 4 147+  folgen, auch die Feh-
ler 4 67 82+ =  (ohne notierten Zwischenschritt) und 4 4 27 7 22+ = +  (Um-
wandlung fehlerhaft) zählen. Wertet man alle diese fehlerhaften Rechnun-
gen als Versuch, die natürliche Zahl umzuwandeln und dann die Brüche zu 
addieren, erhält man Tabelle 4. Auch bei dieser „Abschätzung nach unten“ 
zeigt sich der zuvor beobachtete Effekt, dass leistungsstarke und leistungs-
schwache Probanden andere Rechenwege wählen. Bezüglich der Realschu-
le sind die Unterschiede signifikant. Im Gymnasium ist der Unterschied 
zwischen mittleren und leistungsschwachen Probanden leicht signifikant.  
Wie lässt sich dieses Ergebnis interpretieren: Erkennen die leistungsschwä-
cheren Probanden eher, dass es einen einfachen Weg gibt? Haben die leis-
tungsstarken Probanden den Standardweg so gut automatisiert, dass sie gar 
nicht mehr über einfachere Alternativen nachdenken?  
3.  Fazit 
Auch wenn das ausgeführte Beispiel nur ein kleines Mosaiksteinchen für 
das bessere Verständnis von Schülerrechnungen ist, zeigt es doch die Vor-
teile der Arbeit mit Rechengraphen. Die für Rechengraphen notwendige 
Kodierung der Notationen ist mit vertretbarem Aufwand zu bewältigen 
(vgl. [1]), liefert dafür aber eine hohe Flexibilität bei der Auswertung der 
Daten. Dies ist besonders bei explorativ angelegten Studien ein unschlag-
barer Vorteil. Insbesondere werden aufwändige Nacherfassungen vermie-
den. 
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